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На практике часто встречаются задачи, решение которых должно удовлетворять 
противоречивым требованиям. В этом случае задачу можно решить компромиссным 
путём: удовлетворить все требования лишь до некоторой степени. Пусть такая задача 














    (1) 
матричная форма которой имеет вид: .BAX =  
В общем случае (1) может быть несовместной, поэтому для её решения целесо-
образно применить метод наименьших квадратов, то есть найти такие её приближён-








22)(  будет иметь наименьшее значение [1]. 
Если система совместна, то любое её решение в обычном смысле является её 
псевдорешением. Нормальным называется псевдорешение, имеющее наименьшую 













22)(  имеет наименьшее значение) [2]. Для получения нормального 
псевдорешения для (1) применим метод регуляризации.  


















α αα)( ,  (3) 
где 0α > . 
I. Найдём вектор αX , при котором функция )(α XF достигает минимума, при-
равняв к нулю её частные производные. 
II. Решим полученную при этом систему: 
.)α( α BAXEAA ∗∗ =+     (4) 
III. В векторе αX  перейдём к пределу при +→ 0α  и получим нормальное 
псевдорешение. В (4) матрица ∗A  получена из матрицы A  транспонированием и заме-
ной элементов на комплексно сопряжённые. Если A  – действительная, то TAA =∗ . 
Для вычисления вектора αX  применимы и другие формулы: 
































,     (7) 
где r  – ранг )( nm× -матрицы A ; 1ρ , 2ρ , …, kρ  – ненулевые сингулярные числа мат-
рицы A ; 1e , 2e , …, ne  и 1f , 2f , …, mf  – сингулярные базисы пространств nX  и mY . 
Если матрица A  порядка n  и ранга r  эрмитова или симметрическая, то приме-












,     (8) 
где 1e , 2e , …, ke  – ортонормированная система собственных векторов преобразова-
ния с матрицей A , принадлежащих собственным значениям 1λ , 2λ , …, nλ  ( 0λ ≠i  при 
1=i , 2, …, r ). 
Методом регуляризации найдём нормальное псевдорешение следующей си-


















     (9) 











































































1 xxxxxxxxxxxxxx +++++−−−−++=  










































    (10) 



















































xx , получим нормальное псевдорешение 
системы (9): TX )1;0;1(
2
1α = . 
Отметим, что метод регуляризации сводится к матричному уравнению (4). Вос-






























































































































































































































































 совпадающую с (10) и, следова-
тельно, имеющую то же самое нормальное псевдорешение αX . Для (5) найдём 












































































































1α TX =  
Обратимся к соотношению (6). Из полученного сингулярного разложения мат-
рицы A  известно, что сингулярный базис имеет вид: Te )1,1,1.(
3
1








3 = ; 3ρ1 = , 2ρ2 = , 0ρ3 = , и базис 1f , 2f , 3f  совпал с базисом 1e , 2e , 3e  (яв-
ляющимся и правым, и левым). Очевидно, что ;2,1=K  2rang == Ar , так как 































































































































































































































k eBAeX  
При 0α +→  получим нормальное псевдорешение TX )1,0,1(
2
1α ⋅= . 
Для (7) имеем: Tf )1,0,1(
3
1






















= ∗∗ , 01 =⋅bf , 2
2






















TfAbf )1,0,1(2)( 22 =⋅⋅⋅


















k fAbfX  При 
0α +→  получим нормальное псевдорешение TX )1,0,1(
2
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